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采用时域平衡描述函数法求解含非线性能量阱

的机翼颤振系统*
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摘 要：采用一种时域平衡描述函数法（DFBT），高效求解含非线性能量阱（NES）的二元机翼颤振系统。该方

法采用一组用于描述周期运动的基函数，在时域上将动力学方程离散并逐点列出平衡方程，以此求解出基函数

的谐波系数。通过离散得到的逐点平衡方程提供超定代数方程组，结合最小值优化使得迭代容易收敛，从而实

现谐波系数的求解。该方法无需对周期响应进行频繁的时频域转换，提高了计算效率。求解结果与数值方法的

计算结果吻合良好，验证了方法的有效性。同时，由于DFBT结果具有半解析形式，可以得到颤振系统的非稳定

解，获得了完整的亚临界分岔图。因此，DFBT适用于复杂非线性多自由度颤振系统的稳态响应求解。
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Describing function method with balancing in time domain for 2-DOF 

airfoil system with nonlinear energy sink

LAI Cheng， ZHENG Zechang， CHEN Yanmao

School of Aeronautics and Astronautics， Sun Yat-sen University， Shenzhen 518107，China

Abstract： A describing function method with balancing in time domain （DFBT） is used to efficiently 

solve 2-DOF airfoil system with nonlinear energy sink （NES）. This method uses a set of basis func‐

tions to describe the periodic motion， discretes the dynamic equation in time domain and lists the equi‐

librium equation point by point to solve the basis function and obtain the harmonic coefficient. The 

point-by-point equilibrium equation obtained by discretization can provide overdetermined algebraic 

equations for solving harmonic coefficients， and the iterative convergence can be easily combined with 

minimum optimization.The method does not need to switch the time-domain and frequency-domain re‐

sponses of the nonlinear system frequently， which brings convenience to the solution. The results of 

the solution agree well with those of the numerical method， which verifies the effectiveness of the 

method. At the same time， due to the semi-analytic form of DFBT results， the unsteady solution of the 

flutter system and the complete subcritical bifurcation diagram can be obtained. Therefore， DFBT is 

suitable for solving the steady-state response of multi-degree-of-freedom flutter systems with complex 

nonlinearity.
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非线性系统难以得到解析解，甚至有些含有

复杂非线性的系统是无法得到解析解的。研究者

使用各种数值方法求解非线性系统的动力响应，

例如：Runge-Kutta 法（He et al.，2016）、精细积分

法（Zhong et al.，2000）和 Newmark-β法（Ma et al.，

2023）。然而，非线性系统还具有多解的特性。这

导致在求解含有多个解的系统时，数值方法只能

得到其中的稳定解，无法得到不稳定的稳态解。

为了深入分析非线性系统的分岔，半解析方法（刘

广等，2018；王德亮等，2023）提供了一种选择，它

可以得到稳定解和不稳定解（Zheng et al.，2022）。

目前，半解析方法的求解大多是基于谐波平衡技

术（Chen et al.，2012；Huang et al.，2017）和增量迭代

的方式（Clarke et al.，1990），虽然可以得到满足精

度的半解析解，但其求解过程非常繁琐且效率不

高，还存在谐波系数收敛域过小的问题（Liao et 

al.，2004）。若是处理非光滑系统，则还需光滑化

处理（Liu et al.，2012），这会降低半解析解的精度。

最近，时域点平衡描述函数法被提出来解决非光

滑自激系统（Zheng et al.，2023）。与增量谐波平衡

法（Hall et al.，2013）和时域最小残值法（Liu et al.，

2022）相比，DFBT 具有更好的收敛性能，且显著

简化了平衡方程的推导过程。

由粘性阻尼和线性弹簧耦合构成的调谐减震

器，已经被证明能够有效缓解特定频率下的无阻

尼振动（Yang et al.，2022）。其中，具有代表性的设

计是非线性能量阱。非线性能量阱是一种没有线

性刚度的非线性振子，因其优秀的被动减振而受

到广泛关注（Vakakis ，2001），在许多研究中被提出

用于飞机机翼的减振（Pidaparthi et al.，2018）。对于

含有非线性能量阱的二元机翼系统，学者多使用

谐波平衡法进行颤振分析并对 NES 的参数进行了

研究（Guo et al.，2013，2018）。本文使用一种更加快

速有效、更容易收敛的时域点平衡描述函数法，

求解含非线性能量阱的二元机翼系统，为非线性

颤振控制提供理论基础。

1 时域平衡描述函数法

1. 1　方法介绍

以非线性自激系统为例，介绍时域点平衡描

述函数法的步骤。假设非线性自激系统的形式为

dx
dt = Ax + f ( x)， （1）

其中 x为状态变量，A为线性矩阵。设 x ( t)是该方

程的一个周期为T的解，系统的振动频率ω = 2π
T ，

t属于区间[0，T ] .
为了求解系统的周期响应，引入了无量纲变

量 τ = ωt，式（1）变为

ωx' = Ax + f ( x) . （2）

周期解 x (τ) 和 x'可以表示为截断的傅里叶

级数：

ì
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ïïïï

x ( )τ = c0
i + ∑k = 1

N [ ck cos kτ + sk sin kτ ] = p ( )τ a，，

x'( )τ = ∑k = 1
N [-kcksinkτ + ksk cos kτ ] = p'( )τ a，，   

（3）

其中

ì
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p = [ ]1，cos τ ，sinτ，…，cos (Nτ )，sin (Nτ ) ，

a = [ ]c0，c1，s1，…，cN，sN
T .                     （4）

当N趋于无穷时，x (τ)是系统的精确解。取一

个有限值N，得到的 x (τ)称之为近似解。求解 x必

须先解出傅里叶系数 a，本文将采用点平衡的方法

得到未知参数的非线性代数方程。将 τ均匀离散成

m个部分代入 x，可得到离散信号X：

x (τ，a) → X (a )， x ∈ R   1，  X：R   m. （5）

类似地，将 1 × (2N + 1) 的向量 p转变成 m ×
(2N + 1) 矩阵P：

P =
é

ë

ê

ê

ê
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êê
ê
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ê

ê ù
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ú1 cos 0 sin 0 ⋯ cos (N∙0) sin (N∙0) 
1 cos (dτ ) sin (dτ ) ⋯ cos (N∙dτ ) sin (N∙dτ )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 cos (2π) sin (2π) ⋯ cos (2πN ) sin (2πN ) 

，

（6）

其中 dτ为离散的步长。于是，从单自由度系统变

为m自由度系统后的方程为

ωX' = AX + F (X )， （7）

其中 F (X )由非线性函数 f ( x)在时域上离散化得

到。两者的映射关系是：

若

f1( x) = x5，      f2( x) = cos ( x)，
则

F1[ j ] = X [ j ] 5
，   F2[ j ] = cos (X [ j ] ) .

离散化算子F应该遵循在每个离散点重复操作

f，不能只对矩阵整体进行操作。这个运算在MAT‐
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LAB中可使用矩阵点乘实现。将m-DOF的系统方

程进行移项，得到自变量为a和ω的代数方程

L (ω，a) = ωX' (a ) - AX (a ) - F (X (a ) ) = 0.（8）

假设初始迭代值 a0 和 ω0 是上述方程精确解

(ω，a)附近的点，则他们之间的摄动关系为

{a = a0 + ∆a ，
ω = ω0 + ∆ω . （9）

用此摄动关系代入原系统方程（8）并忽略高阶

增量，可得

L (ω0，a0 ) + ∂L
∂ω ∆ω + ∂L

∂a ∆a = 0 . （10）

在忽略高阶增量后，式（10）可看作关于增量

的线性方程，将它写成雅可比矩阵为

[ Ja，Jω ] éë
êêêê ù

û
úúúú∆a

∆ω = R， （11）

其中
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Ja = ∂L
∂a ( )ω0，a0 = ω ∂X'

∂a - A ∂X
∂a - ∂F

∂X
∂X
∂a，

Jω = ∂L
∂ω ( )ω0，a0 = X'，                                         

R = -L ( )ω0，a0 .                                                   
（12）

由于该方程是一个超定方程组，可以得到其

最小二乘解。

1. 2　相位条件

在非线性自激振动系统中，系统的稳态振动

频率ω是未知的。因此，附加一个相位条件决定的

方程以增强计算的收敛性。设置一个初始瞬间，

初始瞬间满足：ẋ ( t1 ) = 0的时刻，周期响应时程图

中对应点是峰值或极值点。那么，附加的方程为

ωX'[1 ] = ω∑k = 1
N ksk = 0. （13）

将式（9）代入方程（13），得

ω0∑k = 1
N k∆sk + ∆ω∑k = 1

N k ( sk )0 = -ω0∑k = 1
N k ( sk )0.

（14）

联立方程（11）和（14）可得
-Ja ∆ā = -R， （15）

其中 n (2N + 1) + 1 维列向量 ā = [a，ω] T
代表所有

未知数。假设 τ被均匀分成m个部分，则
-Ja是一个

(nm + 1) × [n (2N + 1) + 1]的雅克比矩阵。

在求得增量 ∆ā的基础上，更新谐波系数和频

率 ā( )n = ā( )n - 1 + ∆ā( )n 直到

 ∆ā( )n 2

 ā( )n 2 < ϵ， （16）

其中 ∙ 2
代表求二范数，ϵ是一个预先给出的容许

误差。为得到高精度极限环解，取 ϵ = 10-8.

2 颤振系统模型

2. 1　含NES的二元机翼系统

图 1为具有三次刚度和弹性刚度的非线性能量

阱二自由度机翼系统（Pidaparthi et al. ，2018），质量

为 ms的附加 NES 单元位于距弹性轴 d处，机翼在

俯仰和俯冲两个维度振荡。俯仰角用α表示，机翼

头部朝上为正；俯冲挠度用 h表示，向下为正。弹

性轴与中弦的距离为 ahb，质心与弹性轴的距离为

xαb，机翼相对于弹性轴的旋转半径为 rαb，ωh和ωα
分别是与俯冲和俯仰单自由度关联的线性弹簧的

特征频率。

引入非标度风速 Q = ( Ubωα ) 2
，无量纲时间 t =

ωαt1（t1表示真实时间），无量纲位移 h = h1 /b，系统

在不可压缩流作用下的运动耦合方程（Zhao et al.，

1990）为

ì
í
î

ïï

ïï

μḧ + μxα α̈ + μ ( )ωh /ωα

2
h = -2Qα，

μxα ḧ + μrα α̈ + μr2
αα = ( )1 + 2a Qα. （17）

考虑到 NES 的非线性刚度系数、阻尼刚度系

数分别为 ks、cs，以及 ϵ = ms /m，C = (ksb2 ) / (msωα )， 

λ = cs / (msωα )， δ = r2
αd . 在俯仰和俯冲自由度引入

粘性阻尼和立方刚度，修正后方程为

图1　带非线性能量阱的二元机翼模型

Fig. 1　Sketch of the two-dimensional airfoil with NES
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ḧ + xα α̈ + 0.1ḣ + khh + ehh3 + ϵλ

Q
( )ż + δα̇ - ḣ

- ϵCQ ( )ż + δα̇ - ḣ 3 = - 2Qα
μ ， 

xα ḧ + r2
α α̈ + 0.1α̇ + r2

αα + eαα3 + δϵλ

Q
( )ż + δα̇ - ḣ

- δϵCQ ( )ż + δα̇ - ḣ 3 = ( )1 + 2a Qα
μ ， 

z̈ + λ

Q
( )ż + δα̇ - ḣ - C

Q ( )ż + δα̇ - ḣ 3 = 0 .

（18）

2. 2　系统的动力学方程

为了简便，将式（18）写为

Mẍ + Cẋ + Kx + G (x，ẋ ) = 0， （19）

其中

x = [ h，α，z ] T
，

M = ( )1 xα 0
xα r2

α 0
0 0 1

，

C =

æ

è
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Q

ϵλd

Q

ϵλ

Q

- δϵλ
Q

0.1 + δϵλd

Q

δϵλ

Q

- λ

Q

λd

Q

λ

Q

，

K = ( )kh 0 0
0 r2

α 0
0 0 0
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G ( )x，ẋ =
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úehh3 - ϵC
Q ( )ż + δα̇ - ḣ 3

eαα3 - δϵC
Q ( )ż + δα̇ - ḣ 3

- CQ ( )ż + δα̇ - ḣ 3

.

在算例中，取各参数（Pidaparthi et al. ，2018）为

μ = 20， a = -0.1， b = 1， xα = 0.25， r2
α = 0.5，kh =

(ωh /ωα ) 2 = 0.2， eh = 5， eα = 0， ϵ = 0.01，d = 0.9， δ =
0.45，C = 10，λ = 0.2.

3 算例分析

3. 1　用DFBT求解系统

使用前文所介绍的 DFBT 方法，将方程（19）

写成

Ẋ = AX + F (X )， （20）

其中

X = [ x，ẋ] T
，

A = ( )0 E
-M-1K -M-1C

，

F (X ) = -M-1[0，G (X ) ] T
，

E是单位矩阵。将系统的参数代入方程（20），

用一组随机数当作初值 ā( )0 并按照方程（15）迭代，

直到满足方程（16）则停止循环。图 2是Q = 2.35时

数值方法和本文方法得到的相图，数值方法得到

的结果用线表示，DFBT得到的结果用点表示。两

种方法求得的结果完全一致。

为了进一步定量地研究截断的谐波阶次对精

度的影响，我们将DFBT得到的半解析解代回到系

统方程，来绘制系统的残差曲线。N = 40、N = 20
和N = 10时三个自由度的残差曲线，如图 3所示。

其中，红线为沉浮方向，蓝线为俯仰方向，黑线

为 NES 位移方向的结果。从图中可以看到，N =
10 时，系统的残差为 10-4 量级；当保留的谐波阶

数增长到 N = 20 时，残差减小到 10-8 量级，其中

沉浮和俯仰自由度的残差为 10-10 量级。当谐波阶

数提高到N = 40时，残差进一步减小到 10-12 量级。

图 3中的结果进一步表明，保留的谐波越多，对应

的半解析解会有更高的精度。

3. 2　用DFBT延拓快速得到分岔图

为避免重复寻找初值 ā( )0 这个步骤，一般采用

延拓的方法画分岔图。通常先求解出一个风速下

的响应之后向正方向（或负方向）改变风速延拓的

方法。选取适当的步长，逐渐增大（或减小）风速，

图2　颤振系统的极限环

Fig. 2　Limit cycle of the flutter system
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每次求解的时候采用上一个风速求得的周期响应

和谐波系数作为初值，可以有效提高计算效率，

得到分岔图。

当风速为Qx时，前文所述方法迭代过程中的

ā( )j 记为 ā( )j
Qx， j为正整数。假设延拓的步长为 ∆Q，

从 Q1 开始延拓，先对风速为 Q1 时的系统进行迭

代，得到满足方程（16）的 ā( )j
Q1，记为

 ∆ā( )n
Q1

2

 ā( )n
Q1

2 < ϵ . （21）

则 Q2 = Q1 + ∆Q. 对风速为 Q2 的系统进行迭代时，

直接令 ā( )0
Q2 = ā( )n

Q1 . 以此类推，在求解任一风速时都

可以令 ā( )0
Qx + 1 = ā( )n

Qx，其中
 ∆ā( )n

Qx

2

 ā( )n
Qx

2 < ϵ. 只要 ∆Q是一

个较小的数， ā( )0
Qx + 1 在大多情况下都是一个恰当的

初值。

在实践过程中发现，若风速为Qx附近发生了

分岔，则使用上述延拓方法得到的 ā( )0
Qx + 1 可能无法作

为 DFBT 初值。使用上述延拓方法，得到 h、α、z

三个自由度的分岔图，如图 4所示。从图中可以看

出，使用DFBT可以得到亚临界分岔中不稳定的稳

态解部分，而数值方法只能得到稳定解的部分。

在稳定解部分，DFBT 与数值方法的结果非常吻

合。为避免初值对数值求解的影响，图中的数值

方法是采用随机初值计算得到的，两个方法的结

果吻合一致，表明了DFBT结果的准确性。

3. 3　计算效率与稳定性分析

为比较DFBT与其他数值方法的效率，求解得

到风速在区间 [ 2.35，4.7 ]的周期响应，如图 5所示。

图 5（a）的步长 dt = 0.02π，总时长 T = 800π；图

5(b) 的步长 dt = 0.1π，总时长 T = 100π. 两种方法

的延拓步长、容许误差（精度）以及对应参数下的

计算时间如表1所示。

从表 1和图 5可以看出，数值方法在求解取点

较多较密时，其效率远不如DFBT；而当数值方法

减少取点数量以提高求解效率时，分岔图在风速Q

为 [ 4，4.5 ]的区间出现了较大的误差。

前面提到，DFBT相比其他数值法的优势在于

图3　不同谐波数对应的残差曲线

Fig. 3　The residual curves with different order of harmonics

图4　采用DFBT得到系统分岔图

Fig. 4　The bifurcation diagram of system obtained by DFBT
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其可以得到亚临界分岔中不稳定的稳态解部分，

如图 4 中虚线部分所示。为了验证这一点，使用

Floquet理论对图4中各点所对应的解进行稳定性分

析。先将DFBT求出的谐波系数组装成近似的解析

解，即对某特定风速下的系统使用 Floquet稳定性

分析。若特征值大于 1，则说明解不稳定；反之，

特征值小于 1 证明解是稳定的。对风速 Q 为

[ 2.28，4.28 ]的区间（图 4 中的上半支）使用 Floquet

理论，取横纵坐标为特征值的实部和虚部，得到

图6（b），可以看出这段的解是稳定解。再取风速Q
为 [ 4.03，2.28 ]的区间（图 4 中的下半支）使用 Flo‐

quet理论，两者的结果如图 6(a ) 所示。其中，稳定

解对应的点用红色表示，非稳定解对应的点用黑

色表示。非稳定部分对应分岔图（图 4）中的虚线部

分（即下半支部分），说明系统出现的分岔与亚临

界分岔现象相符。

4 结 论

本文运用时域描述函数法求解具有非线性能

量阱的二元机翼系统。使用截断傅里叶级数的形

式描述目标解后，在时域上基于点平衡推导出一

系列平衡方程，并引入 Tikhonov 正则化迭代求解

傅里叶级数。通过对含 NES 的二元机翼系统的求

解，得到了以下结论：

（1）与数值方法对比，结果高度吻合，本文方

法具有有效性；

（2）与数值方法对比，求得高精度解的用时更

短，本文方法具有高效性；

（3）通过延拓算法，本文方法可以快速求得亚

临界分岔曲线；

（4）数值方法只能求得稳定的稳态解，本文方

法可以同时得到稳定或不稳定的极限环，适用于

具有复杂非线性特性的分岔曲线的跟踪。

图5　DFBT和数值方法的分岔图

Fig. 5　The bifurcation diagram obtained by 

numerical method and DFBT

表１　DFBT与数值方法的求解时间

Table 1　Solving time of DFBT and numerical method

方法

DFBT

数值方法

数值方法

数值方法

dt/s
-

0. 02π
0. 04π
0. 1π

T/s

-

800π
200π
100π

延拓

步长

0. 05
0. 05
0. 05
0. 05

容许

误差

10-8

10-8

10-8

10-8

计算

时间/s

56. 4
523. 9
174. 8
64. 9

图6　DFBT方法获得的极限环的Floquet乘子

Fig. 6　Floquet multiplier of the limit cycle obtained 

by DFBT method
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